Rappels de cours et exercices covvigés
Master ® CAPES ¢ Agrégation

ANALYSE
FONCTIONNELLE
ET THEORIE DES
OPERATEURS

Josette Charles
Mostafa Mbekhta
Hervé Queffélec

oo




W Bde

“f}‘*‘fﬁ ANALYSE
\FONCTIONNELLE
ET THEORIE
DES OPERATEURS
EXERCICES CORRIGES

Josette Charles
Professeur a I'Université de Montpellier 2

Mostafa Mbekhta
Professeur a I'Université de Lille 1

Hervé Queffélec
Professeur a I'Université de Lille 1

DUNOD




e

TABLE DES MATIERES
AVANT-PROPOS vii
PREMIERE PARTIE
COuRs
1 ESpacesnormeés .....................iiiinnnnnnnnnnns 3
D1, DEMARMIONS . o« cn s s sseenmeniss st ssans snsana 3
Pl, Propriétés ....o vsuvenranivsosacicscsoseneonsa 4
2 Théorémes fondamentaux ............................. 5
D2, DEfNIONS . . v xcromcnerenscsvnsuasasans sus«nn 5
P2, PYODIiBtas ....cvesemcssassananansnawsna somnen 5
3 Théoréme de Hahn-Banach, approches et applications ........ 7
D3, DEfiNIONS. « r2e s o crnccnsssosssancnsassassaun 7
P, Propriétés ......----cssosscssanscnsannnonsan 7
4  Opérateurs continus entre espacesnormés . . . .............. 9
P, DefiAiionS. . .- cccsscsransasnausans ano vus o 9
P4, PrOPIrGISE - cucoecunc ens sucusansnms naunes mus 10
5 EspacedeHilbert...... ... ... ... . . . . .., 11
D5, Défindions. . » s sssvsnasunnssuuesnossssansans 1
P5. PrOprielé® .... cvcusend vansosnnsnahns nan nun s 12
6 Opérateurs continus entre espaces de Hilbert . . ... .......... 13
DE. DefiriionNS. . «s oss wsns axs nuspus nausnusouen nens 13
PO, PrODIETES - . cx ccssssssnunssso nxusn sun van sun s 14
7 Opérateurscompacts . . ...t nnnnnn 15
D7, DERRIHONS.: <5 «vs sss ans sucsamansnnsas s was s 15
P7. PrOPriSieS « cocaus svcunonamma sasvns ups sup eon s 15
8 Opérateursintégraux . ... ..............uiiiiiraina.nn. 17
PB. DEMRIKIONS . « v s wv5 snssncxn uss sunsnus ssunus nans 17
PE. PTORIEREE - e acnsnrunrmas san sens sup ase oke 80w 8 17
9 Convergence faibleet... . . ......... ... .. ... ... L. 18
D9. DéfinitioNS. . ..ot 18
PO, PropielEs .. cccannsnnnpasaunnanns npgnausne s 19
10 AlgébresdeBanach ..................... ... .. ........ 20
D10. DEfiNItiONS .« v v v e e et 20
Pl PEOBNEEES .- cnp aun vmn mee neu sun oo men mdn ane us 21
Xl




Table des matieres

SECONDE PARTIE

EXERCICES
CHAPITRE | « ESPACES NORMES . ..ot 25
T EMONCES '+ v v eeeeeeee e eeae e 25
2 SOIULIONS « o v e ie e 29
CHAPITRE Il = THEOREMES FONDAMENTAUX ........c..oenncennnns 43
T ENONCES .« v v e veeieee e 43
2 SOIULIONS « o v evnercnnean s a s 50

CHAPITRE Il + THEOREME DE HAHN-BANACH, APPROCHES ET APPLICATIONS 67

1 ENONCES .+ v e eeeeeeee e e 67
2 SOIULIONS &+ v e eee e 72
CHAPITRE IV OPERATEURS CONTINUS ENTRE ESPACES NORMES . ...... 84
1 ENONCES .+ v v eveeeeeeaaeesme e 84
D SOIULIONS « v e e vee et 89
CHAPITRE V « ESPACE DE HILBERT . . . iiiiimmaa e e 103
1 EMONCES '+ v v ee e eeeee e aan e 103
2 SOIUHIONS « v vevvanrcsinnnensnassasnssipannmnanensss 110
CHAPITRE VI OPERATEURS CONTINUS ENTRE ESPACES DE HILBERT . . . .. 127
1 ENONCES .« v evnsvinesnssisnassasnsonssssssenmaranes 127
2 SOIULIONS & o v vvee e e e 134
CHAPITRE VII o OPERATEURS COMPACTS .. ... .cciviee e 150
I e e T 150
2 SOIULIONS - v v eeeeeeeaea e 161
CHAPITRE VIII OPERATEURS INTEGRAUX ... ..ot 195
T e R 195
2 SOIULIONS « o v veeeee e 200
CHAPITRE IX e CONVERGENCE FAIBLEET... . ... ..o e 219
R e T 219
2 SOIULIONS « v veve e e 224

XIv




@© Dunod. La photocopie non autorisée est un delit.

Table des matiéres

CHAPITREX « ALGEBRESDEBANACH. ... ... ... .t 238

1 BNONCES .« v e e e e e 238

2 SOIULIONS & e e et e e e e e e 246

REFERENCES 265
XV




SCIENCES SUP

Josette Charles
Mostafa Mbekhta
Hervé Queffélec

ANALYSE FONCTIONNELLE
ET THEORIE DES OPERATEURS

Cet ouvrage s’adresse aux étudiants en Master de mathématiques
et aux candidats aux concours de I’enseignement (CAPES et
agrégation).

Les thémes d'analyse fonctionnelle abordés tournent essentiellement
autour des espaces et algébres de Banach et de Hilbert, des
opérateurs entre ces espaces et de |I’étude du spectre. Ces
domaines a priori abstraits sont enrichis, a la fois d’ un point de
vue mathématique et d’un point de vue pedagoglque par leurs
nombreuses interactions avec d’autres domaines tres actuels et
importants des mathématiques comme la théorie des fonctions et
celle de la mesure, la topologie et la convexité.

Les exercices présentent une difficulté graduée afin d’encourager
le lecteur et le faire progresser jusqu’a arriver a des resultats
relativement récents et élaborés.

Des commentaires et remarques insérés dans les corrigés permettent
de mettre en perspective les questions abordées, qui s’inscrivent
dans des mathématiques vivantes et en développement.
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